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Soient V et H deux espaces de Hilbert de normes respectives [ / I/ et / 1 tels que 
VCHCV’ 
avec injections continues et denses. Soit A un operateur lineaire et continu 
de Vdans V’ tel que (Aa, V) > 01 jj ZI /Is, Vv E Vavec 01 > 0. Soit 40 une fonction 
convexe semi-continue inferieurement de V dans ]-co, +co], q + + 00. 
Soit B un operateur (nonlineaire) de V dans V’. 
Etant donnes f  et u,, , on cherche une fonction u(t) verifiant 
> (f(t), v - u(t)) sur LO, Tl vv E v, 
u(0) = 240 . 
On pose 
On fait les hypotheses suivantes sur B: 
(3) (BU--BV,U-~)3--CllU-~~ilU--aliiU~~ vu, ZJ E D(q), 
(4) (Bu, u) = 0 vu E %4, 
(5) B est continu de V faible dans V’ faible. 
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Moyennant certaines hypotheses surf et u,, on Ctablit l’existence et I’unicite 
d’une solution “reguliere” de (1). 0 n examine ensuite la notion de solution 
faible. 
TH~ORBME 1. On fait les hypothhes (2~(5) ainsi que 
(6) f eP(O, T; H) avec (df/dt) EP(O, T; H), 
(7) u. E D(q) et il existe g, E H tel quel 
6% + &I, TJ - %> + 944 - P’(%J) 2 (go 9 v - %J vv E D(cp). 
Alors il existe u E C([O, T]; V) unique vLr$ant 
(8) u est dhivable ri droite duns H en tout t E [0, T[, 
(9) (du/dt) EL=‘(O, T; H) n L2(0, T; V), 
(10) ((d+ulW) + Au(t) + BU(t), v - u(t)> + v(v) - &(t>> 
3 (f(t), ZJ - u(t)) Vt E P, TG VTJ E D(v), 
(11) u(0) = us. 
D&monstration. Soit n >, jl u0 11; on pose 
si u E D(v) et II u II < n, 
ailleurs, 
et iII%u = (Au + Bu + k+,(u)) n H. 
Pour tout n, il existe a, 3 0 tel que iVln + a,I soit maximal monotone 
dans H (au sens de Minty et Browder). On a 
(Au - Aa, u - v) + (Bu - Bv, u - v) + (T, I u - w I2 
~~~~u-~~~2-Cn~~u-v~~~u-v~+on~u-v~2~0 
Vu, v E D(%J,J d&s que u, > Cana/4or. 
D’autre part A + B + a,, + AZ@ > 0) est surjectif de D(+,,) sur V’. 
En effet B est borne et pseudo-monotone (i.e., pour tout filtre u1 borne de V 
tel que ui -+ u dans Y faible et lim sup(Bui , ui - u) < 0, alors 
lim inf(Bu, , ui - v) 3 (Bu, u - w) Vv E V). 
Done A + B + AZ est borne et pseudo-monotone de V dans V’; il resulte de 
[ 1, ThCortme l] que A + B + avn + AI est surjectif sur v’. 
1 L’hypothkse (7) est aussi ntcessaire pour obtenir une solution “forte.” 
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Appliquant la theorie des semi-groupes non lineaires (cf. [3] ou bien [2, 
Theo&me 11.41) on obtient une fonction u, E C([O, T]; H) unique, verifiant 
(8), (du,/dt) EL~(O, T; H) et 
(12) 
d+u, 
dt i Ku, 3f sur LO, V, 
(13) %m = uo 
[I’hypothbe (7) assure que u. E D(M,J]. 
ESTIMATIONS 
On a done 
(14) t 9 + Au, + Bun 9 v - un) + FJ&) - v&n) 
3 (f, ZJ - %> p-p- sur IO, TC, vv E D(p). 
Fixant v = u. dans (14) et utilisant le fait que 
nL(u) 3 944 2 -c, II u II - c2 vu E WP), 
on voit aisement que u, demeure borne dans L2(0, T; I/) n L"(0, T; H) 
quand n + +co. 
Posons V&t) = [v(t + h) - v(t)]/h. 
Appliquant (14) en t = to avec v = u,(t, + h) puis en t = to + h avec 
ZI = un(to) on obtient aprb addition 
; ; I vh%(to)12 + Pn%(to)> vhUn(t0)) 
< ( (.f(to + h) - f 00) 
h ? b&o)) 
- ; (Bu,(to + h) - Bu&o), U&o + h) - U&o)) 
<I .f(to + 4 - f (to> 
h / vh%(to)l + c II %Go>lI /I VhUn(to)ll I VhPn(to)l 
[utiliser (3)]. 
Comme limh+o V+,(O) = (d+u,Jdt)(O) dans H et que I (d+u,/dt)(O)j < 
/ f (O)j + 1 go 1, on obtient aistment une estimation sur V+, dans L2(0, T, V) 
et dans L*(O, T, H) independante de h et n. 
Done (du,/dt) E L2(0, T; V) et cette suite demeure bornee dans L2(0, T; C’) 
409/39/I-I 1 
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quand TZ + + co. 11 en rksulte, grPce h I’unicitC de la solution de (12)-(13) 
que la suite u,, est stationnaire g partir d’un certain rang, 
Par conskquent u, est, pour n > N, I’unique solution de (8)-(11). 
Remurque 1. On sait (cf. [3]) que, pour tout t E [0, T[, (d+u/dt)(t) est 
1’ClCment de norme minimum dans H du convexe fermC 
THI~ORBME 2. On fait Zes hypothh (2)-( 5) ainsi que 
(15) f~L~(0, T; V’), 
(16) 240 Ez&j “. 
Alors il existe u eL2(0, T; V) n C([O, T]; H) unique, vtkijiant 
(17) v-44 E-WJ T), 
(18) SC : $+Au+Bu,v-u)dt+jr9(v)dt+(u)dt 0 0 
3 
s 
:(f, w - u) dt - 4 1 v(0) - u. I2 
Vv E L2(0, T; V); $- E L2(0, T; V’) avec p)(v) E Ll(0, T). 
De plus, on a u(O) = u. . 
On utilisera dans la dkmonstration les deux lemmes suivants: 
LEMME 3. Etant donne’ u. E m H, il existe une suite u, E D(~J) vki$ant 
l’hypothke (7) telle que u, + u. duns H. 
Dimonstration du Lemme 3. On peut toujours supposer que u. E D(F). 
Pour TZ assez grand, l’opkrateur nI + A + B + +J est surjectif de D(+) 
sur V’. En effet A + B + nI est born6 et pseudo-monotone de V dans V’. 
D’autre part, si 71 est assez grand (n > C2 Ij u. /12/4~) on a 
lim 
II ull++m 
(Au + Bu + nu, u - uo)/\\ u I\ = +oo. 
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Par consequent (cf. [l, Theo&me l]), nlT + A + B -f +J est surjectif sur I-‘. 
Soit alors u, une solution de l’equation 
On a done 
nu, + Au, + Bu, + acp,(u,> 3 nu, . 
et par suite 
On en deduit que I/ u, jj est borne et que / u, - u. I+ 0 quand n + $-co. 
lJ~~~~ 4. On suppose pe un(t) -+ u(t) dam L2(0, T, V) n C([O, T]; H); 
alors Bu,(t) -+ Bu(t) duns L2(0, T; V’) fuible. 
DtGnonstration du Lemme 4. Aprb extraction de sous suites on peut 
toujours supposer que Bun(t) + g(t) dansLs(0, T; I”) faible et que u,(t) -+ u(t) 
dans V p.p. sur IO, T[; done Bu,(t) --f Bu(t) dans I” faible p.p. sur IO, T[. 
Soit 77 E L”(0, T; V); on a 
(Bun(t), dt>> - VW)> 49) p.p. sur IO? T[ 
et (Bun(t), T(t)) + (g(t), T(t)) dans L2(0, T; Ii) faible. 
I1 est alors bien connu que 
et done 
vwt), rl(t)) = (g(t), 77(t)) p.p. sur IO, T[ 
1’ VW), rl(O) dt = j’ (g(t)> v(t)) dt bj ELrn(O, T; 5’). 
‘0 0 
Par suite 
Bu =g. 
De’monstration du Thio&me 2. Soient ur et u2 deux solutions de (17)-( 18). 
On deduit de [2, Theo&me II.31 que 
4 1 ul(t) - u2(t)12 + i” (Au, - Au, + Bu, -- Bu, , u1 - u2) ds -r;: 0 
‘0 
d’oh 
& 1 ul(t) - u2(t)12 + 01 j:, I/ u1 - u2 II2 ds < C j: I! u1 - ~2 It / ~1 - uz I I !  ~1~1 ds. 
11 en resulte aisement, B l’aide du lemme de Bellman-Gronwall que u1 = u2 . 
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EXISTENCE 
Soit u,,, E D(v) une suite verifiant I’hypothbe (7) telle que uon -+ u,, dans 
H (Lemme 3) et soitf, EP(0, T; H) une suite telle que df,,/dt ~Ll(0, T; H) 
et f,, -f dans L2(0, T; V’). 
Grke au ThCoreme 1, il existe une solution u, du probleme 
(19) ( 2 (t) + 4&(t) + ~4), v - U,(t)) + v(v) - &nW 
2 (f&>, v - %W pp. sur IO, TL vv E D(v), 
%(O) = won * 
Fixant v  = v. E D(p) on montre aisement que II, demeure borne dans 
P(0, T; V) et dans Lm(O, T; H). 
D’autre part, on a 
(20) ( f$ (t) + ~%st) + %l(t), v - u,(t)) + VP(V) - d%(t)) 
b Ga(t), v - %l(t)> PP. sur IO, TL Vv E D(v). 
Reportant v  = urn dans (19) et v  = u, dans (20) on obtient aprb addition 
1 d -- 
2 dt ’ ‘, - %L I2 + a II %a - urn II2 < c II %I - % II I %a - %a I II % II 
+ llfn -fna IIY’ II %a - %I II. 
D’oh l’on deduit que u, est une suite de Cauchy dans L2(0, T, V) et 
‘X0, Tl; JO 
IntCgrant (19) on a 
(21) S( ; $+Au,+Bu,,v-u,)dt+~r~(v)dt-/‘p(u,)dt 0 0 
v - u,) dt + Q / v - u,(T)12 - 4 / v(0) - uon I2 
Vv E L2(0, T; V); dv/dt E L2(0, T; V’) et p)(v) E L1(O, T). 
Le passage B la limite dans (21) est immtdiat grflce au Lemme 4 et en utilisant 
le fait que u F+ sip)(u) dt est s.c.i. sur L2(0, T; V) (cf. [2, Appendice I]). 
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APPLICATION 
Soit 52 un ouvert born& de front&e rCgul&e. 
On pose 
H = {u E (L2(Q))2; div u = 0}, 
V = {u E (Hi(i2))2; div u = 0}, 
Au = -Au, 
Bu= &&. 
i=l z 
11 est bien connu que les hypothkses (2)-(5) sont vCrifiCes (cf. [4, Lemme 6.2 
et la dkmonstration du ThCorkme 6.4 au Chapitre 11). 
Les ThCorkmes 1 et 2 appliquk sur cet exemple gCnCralisent des rksultats 
de [4, ThCorAmes 6.3 et 6.4 au Chapitre 31 et rkpondent g des probkmes 
posCs en [4]. 
Enfin on notera que, contrairement aux techniques de [4], nous n’avons pas 
utilisk la “mkthode de compacid” (cf. [4, Chapitre I]) mais plutk une 
mkthode de semi-groupes nonlinkaires. I1 serait intkressant de dkterminer si 
l’on peut adapter aux inkquations variationnelles paraboliques la mkthode de 
compacitk. En particulier si V C H avec injection compacte, est-ce que 
l’ensemble des u EL~(O, T; V) tels que 
3 
! 
l(f, ‘u - u) dt - & j o(O) - u. i2, 
Vv EL~(O, T; V); f  EP(O, T; V’), v(v) EC(O, T) 
avec 11 u (lLs(O,T;V) ,< C, IlfI/Lt(o,r;v,) < C est relativement compact dans 
L2(0, T; H) ? 
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